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第五节 广义积分
一、无穷区间上的广义积分

二、无界函数的广义积分

第五章

前面所讲的定积分是常义积分

积分区间为无穷区间

被积函数无界

积分区间有限

被积函数有界
推广

广义积分
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引例 曲线 和直线 及 x 轴所围成的开口

曲边梯形的面积
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y =

A
1

可记作

∫
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其含义可理解为
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dlim
t

t

xA
x→ +∞

= ∫ t1
1lim [ ]t

t x→+∞
= −

1lim (1 )
t t→ +∞

= − 1=

一、无穷区间上的广义积分

1

dx
x

+∞
=∫问： ？
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定义1 ,),[)( ∞+∈ aCxf设

若 存在,

则称此极限为f (x)在[a , +∞)的广义积分, 记作

xxfxxf
t

ata
d)(limd)( ∫∫ ∞+→

∞+
=

这时称广义积分 xxf
a

d)(∫
∞+

收敛 ; 如果上述极限不存在,

就称广义积分 xxf
a

d)(∫
∞+

发散 。

类似地 , 若 ,],()( bCxf −∞∈ 则定义

xxfxxf
b

tt

b
d)(limd)( ∫∫ ∞−→∞−

=
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,),()( ∞+−∞∈Cxf若 则定义

=∫
∞+

∞−
xxf d)(

( c 为任意取定的常数 )

只要有一个极限不存在 , 就称 xxf d)(∫
∞+

∞− 发散 。

无穷区间的广义积分也称为第一类广义积分。

,∞−∞ 并非不定型 ,说明: (1)上述定义中若出现

它表明该广义积分发散 。
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f x x
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注意: 对广义积分, 只有在收敛的条件下才能使用

“奇零偶倍” 的性质, 否则会出现错误.

∫∫ −+∞→

∞+

∞−
≠

t

tt
xxfxxf d)(limd)()2( 一般来说

，例如∫
∞+

∞−
xxd

发散，由于 +∞=∫
∞+

a
xxd dx x

+∞

−∞∫故： 发散.

  ,0d =∫−
a

a
xx但 00limdlim  ==

+∞→−+∞→ ∫ a

a

aa
xx

柯西主值意义下的广义积分
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引入记号

;)(lim)( xFF
x ∞+→

=+∞ )(lim)( xFF
x ∞−→

=−∞
则

( )d
a

f x x
+∞

∫
)(xF=)()( aFF −+∞=

xxf
b

d)(∫ ∞−
)(xF= )()( −∞−= FbF

xxf d)(∫
∞+

∞−
)(xF= )()( −∞−+∞= FF

★无穷区间上的广义积分的计算

lim ( )d
t

at
f x x

→+∞
= ∫ [ ]lim ( ) t

at
F x

→+∞
=

( )lim ( ) ( )
t

F t F a
→+∞

= −

有类似牛顿—莱布尼兹公式的计算表达式
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例1. ∫
∞+

π
2 2 d1sin1 x

xx

∫
∞+

−=
π
2 )1(d1sin

xx

∞+





=

π
2
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x 1=

例2.  x
x

x d
)1(0 3∫

∞+

+
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0 32∫
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+
+

+
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1
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xx

2
1

=

1lim cos cos
2x x
π

→+∞
= −

2
1 1 1lim [ ] ( 1 )

1 2(1 ) 2x x x→+∞
= − + − − +

+ +
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例3 计算广义积分 是常数）,0(
0

>∫
+∞ − pdtte pt

解： dtte pt∫
+∞ −

0

2

1 1lim 0 (0 1)pt

t
te

p p
−

→+∞
= − − − −

∞+−∞+− −−= 020 ][1][ ptpt e
p

e
p
t

ptde
p
t −∞+

∫
−

=
0

lim pt

t
te−

→+∞

注： 分部积分公式也适用于无穷区间的广义积分

∫∫
∞+∞+ ∞+ −=

aa a vduuvudv

2

1
p

=

lim ptt

t
e→+∞

= 1lim 0ptt pe→+∞
= =



9

★ 例4. 证明 积分

证明: 当 p =1 时 [ ] ∞+= axln +∞=

∞+−




−


=

a

p

p
x
1

1
当 p ≠ 1 时

1<p

1>p,
1

1

−

−

p
a p

当 p >1 时收敛 ; 

p ≤ 1 时发散 .

,∞+

因此, 当 p >1 时,  广义积分收敛 , 其值为 ;
1

1

−

−

p
a p

当 p ≤ 1 时, 积分发散 . 
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二、无界函数的广义积分(瑕积分) 

引例 所围成的与 x 轴, y 轴和直线

∫+→
=

1

0

dlim
εε x

xA
εε

1
2lim

0
x

+→
=

)1(2lim
0

ε
ε

−=
+→

2=
ε

开口曲边梯形的面积 可记作

其含义可理解为

如果函数f (x)在点a的任一邻域内都无界，

则点a为函数f (x)的瑕点。
1

0

d ?x
x
=∫问：
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定义2 设 ,],()( baCxf ∈ 点 a 为f (x)的瑕点, 

存在 ,

xxfxxf
b

tat

b

a
d)(limd)( ∫∫ +→

=

这时称广义积分 收敛 ; 如果上述极限不存在,

就称广义积分 发散 。

类似地 , 若 ,),[)( baCxf ∈ 点 b 为f (x)的瑕点,

若极限

则称此极限为函数 f (x)在 (a , b]上的广义积分, 记作

则定义 xxfxxf
t

abt

b

a
d)(limd)( ∫∫ −→

=

有限区间、无界函数的广义积分又叫做瑕积分。
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若被积函数在积分区间上仅存在有限个第一类说明:

点 c为f (x)瑕点,

无界函数的积分又称作第二类广义积分。

xxf
c

a
d)(∫ xxf

b

c
d)(∫+

xxf
t

act
d)(lim ∫−→

= xxf
b

tct
d)(lim ∫+→

+

间断点, 而不是广义积分。则本质上是常义积分,  

则定义

如： ，设
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若瑕点

xxf
b

a
d)(∫ )()( aFbF −= −

xxf
b

a
d)(∫

)()( +−= aFbF

xxf
b

a
d)(∫ )()( +− −= aFbF

若b 为瑕点, 则

若a 为瑕点, 则

若a , b 都为瑕点, 则

[ , ],c a b∈ 则 ( )d
b

a
f x x∫

( ) ( )F b F c+= − )()( aFcF −+ −

可相消吗?

瑕积分计算

( ) ( )F b F a≠ −

lim ( )d
b

tt a
f x x

+→
= ∫

( ) lim ( )
t a

F b F t
+→

= − )(xF=

lim[ ( )]b
tt a

F x
+→

=

( )d ( )d
b c

c a
f x x f x x= +∫ ∫



14

解：

+
−

=
−

∫∫
1

0 3/2
2

0 3 2 )1(
d

)1(
d

x
x

x
x

1/3 1 1/3 2
0 1

[3( 1) ] [3( 1) ]x x
−

+= − + − 3(1 0) 3(0 1) 6= − + + =
说明：如果有人这样做：

结果虽然对，但方法不对。

2

2/30

d
( 1)

x
x −∫

过程是错的, 结果也是错的。

x = 1 为瑕点.

2]1[d 1
1

1

1 2 −=−= −−∫ xx
x

例如：

∫
−

2

0 3 2)1(
d

x
x

计算例5.

发散，而∫−
1

1 2
d
x
x

∫ −

2

1 3/2)1(
d
x
x

1/3 2
0[3( 1) ] 3[1 ( 1)] 6x= − = − − = ×
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例6. 证明广义积分 当 q < 1 时收敛 ;  

q ≥ 1时发散 .

证明:

0
ln

a
x + =   +∞=

当 q≠1 时
1

01

aqx
q +

− 
=  − 

1<q
1

,
1

qa
q

−

−

1>q,∞+





=

★

x = 0为瑕点

当q = 1时，

1
1

0

1 lim
1 1

q
q

t

a t
q q +

−
−

→
= −

− −
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